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Не — (Ку), > пуп. (1) 


Л : М У — линейный ограниченный дифференциальный оператор, 
У = {у Е Н*(9) + краевые условия } , 

О ЕВ” — ограниченная односвязная область, О@ © Шр, 

У — пространство [5()-функций (скалярных/векторных /матричных), 


А — гладкое обратимое линейное непрерывное самосопряженное 
отображение У - У, 


ЕЕ [5 (2), 
К С У - (непустое) выпуклое замкнутое подмножество, 


выполняются условия 
[Лу[у > «Му (МуЕК), 
као у < (Ао, о)у < кз|о|у (М0 ЕУ). 
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АЛи ЛУ) => пу. (1) 


и — точное решение (1), существует и единственно; 
у — (некоторое) приближенное решение 


Насколько близко м к и? 
Ответ: апостериорная оценка. 


Первый шаг: тождество ошибки 
М(и -— и) + М*(р* — у*) + {что-то еще} = т(АлЛи - у*). 
_—_—_—__ 
вычислимо 


Здесь р* и у* — точное решение и приближенное решение задачи, 
двойственной к (1), соответственно (р” существует и единственно). 
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Классический подход 


Основа: Теория двойственности. 
Метод: Представить прямую и двойственную задачи 
в специальном виде, затем использовать составные функционалы. 


Рго: Мощь метода. 
Сотка: Сложность вычисления составных функционалов. 


Д.Е. Апушкинская, С.И. Репин. 
«Бигармоническая задача с препят- 
ствием: гарантированные и вычис- 
ляемые оценки ошибок для прибли- 
женных решений», Ж. вычисл. ма- 
тем. и матем. физ., 60:11 (2020), 
1881-1897. 


РРР 
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Теория двойственности, без составных функционалов.! 
Прямая задача 

1 . 

5САЛу, Лу)у Е = пт (1) 
Оператор Л: М -+ У, отображение .Д: У У. У = (9) = У*. 


Двойственная задача 
1 —1* 
5 у Е зи] - (У. + (Е, ды} > тах (2) 
уУЕК у* 


Оператор Л*: У* $ М*, < Л*у*, и >= (у*,Лм)1, (Муе М,\Му* Е У*) 
отображение А !: У* -; У* стакими же свойствами, каку .А. 
У* с У* т.ч. вир = +. 


Связь (1) и (2): р" = .АЛи. 


1Исследование выполнено при поддержке РНФ, проект 2411-00073. 
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Эквивалентные скалярные произведения 


и нормы"? 


Для У (а, 7)д = (Аа, 7) и |||. 
Для У" (8*, 0") д-ь = (АТ В", 0") и || [| д-а. 


Прямая задача 


1 : 
ЛУ — (Ру) пут 


Двойственная задача 


1 
ПУ" — зар] — (у. АУ) + (2, я) — тах 
уЕК у* 


2Если нижнего индекса нет, то [2. 
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Результат 


Теорема (Тождество ошибки) 


Для любых функций у Е Киу*Е у* справедливо равенство 


|. 1 * * * * 
ЫЛА(у — и) + 51Р" — УЧ + (Му в),р* — У") = 


| * 
= Али — У. (3) 


Замечание 1. В правой части можно использовать норму ||Лу — „А-*у*|2. 
Замечание 2. Теорема справедлива \у © У. 


Предположение. 
Тождество (3) является естественным для задач типа (1). 
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Часть 2. Бигармоническая задача 


1 
с тензором: 5(АУУч, УУу) — (Ки) пу. 


1 1 * * * * 
БИМ У(у — «А+ р" — УЧ + (УУ(ы- в), р" У") = 


1 * 
= АУУ - УВ». (4) 


ЗПолностью изучена в Д.Е. Апушкинская, С. И. Репин. ЖВМ, 60:11=(2020). 
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Часть 2. Бигармоническая задача 


1 
с тензором: 5(АУУч, УУу) — (Ки) пу. 


1 1 * * * * 
МУ (и ва 51р* — У" + (УУ(и- и), р*-*) = 


1 * 
= АУУ - УВ». (4) 


1 
и без:3 5(УУу, УУу) — (К, у) > тт. 


} |2” У? = (УУ(у — и), р* =") = 


1 2 
ЛУ (и — и) +5 


1 * 
= МУУу- УЧР. (5) 


Главный герой: (УУ(у — и), р* — у") = Мк. 


ЗПолностью изучена в Д.Е. Апушкинская, С. И. Репин. ЖВМ, 60:11=(2020). 
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Препятствие 


Мк = (УУ(и — и), р* — у*) = ГУУ (ии) )) : (р* — у*)ах. 
О аа 
(Здесь 4:8 = >. 7 Чуву) 


1=1/=1 


ии Ни: К = {уЕ\: у? фп.в.в}, 
фЕ С?(9), ф<о0на д, ‹(х)< К(авщх, 09)? в 9. 4 


р Они. 
дофание" ие. тн 


® Область © : разделяется на две подобласти @+ и ©, с границей 7. 
о ВО;: ар (АУУ и) = Е. В бе их 
‘см. К. О. Бесов. ЖВМ, 63:3 (2023). 
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Интегрирование 


Априорная гладкость: ие НЗ (9) п И/2.° (9) и ДиЕ №/?.> (9). 


ос ос 


Будем предполагать, что @\уП/уу* © [2(9). Тогда 


Мк = У (уу _ и) : (р* — у*)ах = 


[9 


= = [У — и). Рлур*ах — [с — и)@уГху* ах. (6) 
О О 


(1) @уР\ур” является [>-функцией в Ягив О}, но ИуГур” # [2(9). 


Разобьем 
Г — и). Пур*ах 
Ге] 


на два интеграла по подобластям. 
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Интегрирование 


АХ — и). Пур*ах = + й (у и) (Р1ур* - ее.) 4$ — 1 — цауГлур*ах, 


О. 90. Я 
[9-9 — и). Пур” ах = - [© — и) (Ор* . е,)а5 — 1-9 — и)ауГлур* ах, 
90+ 


где ео, — единичный вектор внешней нормали к ОЯ.,. 


Поскольку и =фв О, и а Лур* = Ев Як, имеем 


АХ — и). Пур*ах = + ] (у и) (Р1ур* - ее.) 4$ — 1 — р)амТлур*ах, 


В эо. О 


[м (ии). Пур*ах = — Де-4 (Р1ур*. ео.) 45 — Г -иае 


90: 9: 
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Интегрирование 


Обозначим скачок № при переходе через свободную границу 0%, как 
[М] = №9) во, М9 во, 


Возвращаясь к (6), имеем 


Мк = - ] (у и) [Рур* - ео,| 45+ 
92. 
+ Ге — Ф) (ау р* — Гу”) ах + © — и) (Е- ЧуГху*) ах. 
Яо 9; 


Отсюда после преобразований получаем (совпадает!) 


Мк = -— ] (иу- и) [Р1ур* : ео, | а5 + о — ф) (ах р* — Р) ах+ 
ао. 9. 


ав ИС — Ф) (@уГму* —- В ах- © — Ф) (ахрму* - Вах. (7) 
о, Я 
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И последнее 


Мы предполагали, что @уП1уу* Е [5(9). 
Достаточно ли этого для выполнения условия 


зи] - (у*, У\Ум) - (Е, я) 2 +0 ? 


уЕК 
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И последнее 


Мы предполагали, что @уО1уу* Е [5(9). 
Достаточно ли этого для выполнения условия 


зи] — (.УУМ+ (Е, я) 7 +оо ? 


уУЕК 


Нет! Необходимое и достаточное условие (см. «статью 2020») — это 


Е — @уГлху* < 0. (8) 


Теорема 


Для любых функций у Е Киу*Е у* справедливо равенство ... 


У* = {у* Е М9 (15(9)): амРуму* Е 15(9) и # — амГиху* < 0}. 


5ут 
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Заключение 


Чтобы использовать тождество ошибки 


1 а. а 1 ы 
ЫМА(у — в) + Ир” — У" + (Му ц),р" — У) = ЙА — У. 


для задачи вида 
(АЛи, Лм) — (К, и) пу, 


нужно 


® Исследовать зир] (у*,Лм) + (Е, 9}. 
уУЕК 


® Аккуратно интегрировать (му — и), * — у") 


с учетом гладкости точных решений и условий из К. 
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Последний слайд 


Спасибо! 
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